MINISTERE DE L’EQUIPEMENT

EILTPE 1976
DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
— OPTION M -

(temps accordé : 3 heures )

Correction

Une base de R" étant fixée, on considere 'espace vectoriel .Z des matrices carrées (n,n) a coefficients réels
représentant les endomorphismes de R".
On distingue dans .Z les deux matrices suivantes :

00 ...00 0 0 0 1
10 ...00 10 0 0
g0 1 ... 00| et7=]0 1 0 0
00 ...1°0 00 ...1°0

de termes respectifs s;; = 1 si et seulementsij =i —1ett;; = 1sietseulementsij=i—1oui=1etj=n.

Premiere partie

0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0
1 0 0 xl . 1 00|, 0
gx—]0 1 0 0 2 Plsex =0 1 oo 1
00 ... 10 \' Tn—t 00 1 0/ \™ T2
et pour toutp € [1,n — 1]
0 ... 00y 0
1 0 ... 00 .
spx=|0 1 .00 2] o4
0 0 10 .
x1 se trouve sur la p + 1-eme ligne.
Tp—p—2 Tp—p+1
0 0 o1\ (7 e
1 0 0 0
De méme, pour tout p € [1,n — 1], on obtient 7°X = |0 1 ... 0 0 i" = i" . T1 se
.o .o 1 1
0 0 1 0
Ln—p—1 Tn—p

trouve sur la p 4 1-eme ligne.
Pour p € [1,n — 1], on obtient :

gP — < Opn—p | Opyp ) TP — ( Opn—p | Ip )
Inp | Onpp )’ Inp | On—pp
out Oy, désigne la matrice nulle a [ lignes et k colonnes. Pour p > n on obtient S = 0et 7? = T" ol r est
reste de la division euclidienne de p par n.
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2. Soit p € N et r le reste de division euclidenne de p par n, alors :

Orn—r | 1 On—ry | In-
rpp — tprpr — ( r,n—r r > ( n—r,r n—r > -7
Y - ‘ On—rr I, ‘ Orn—r "

Donc 77 est orthogonale.

OnaS"=0,T"=I,etT’ =T" = < Oran-r | I

=g _|_t SNy

Infr ‘ Onfr,r ) ( )

3. Comme S = O pour p > netT? = T" ou r le reste de la division euclidienne de p par n, alors ./ =
Vect(I,, S, S%,...,8" 1) et 7 = Vect(I,,, T, T?,...,T" ).

Vérifions que les deux familles (I, S, S, ..., S" ) et (I,,, T, T?, ..., ") sont libres. En effet, soit (g, a1, ..., vn_1) €
n—1

R™ tel que Z a,S? = 0, on obtient donc la matrice nulle suivante :

p=0
(67 0 0 N 0
aq (7)) 0 0
(%) a1 (670 0
Op—-1 Op—2 ap  Qp
Dottag=a; =... =ap—1 =0.
n—1
De si E a,T? =0, alors
p=0
(67s) Opn—1 Qp—2 ... Q1
aq (67)) Ap—1 ... Q9
Qa9 a1 (7)) ... Q3
Op—1 Op—2 ap  Qp
etdoncag=a; =...=a,_1 =0.

On en déduit que dim . = dim 7 = n.
Soit A € .¥ N .7, donc il existe des nombres réels ag, o, ..., n—1, Bo, B1, --., Bn—1 tels que

n—1 n—1
A= 0,87 => B,T7.
p=0 p=0

Dongc, par comparaison des coefficients des deux matrices, on obtient a9 = fp et oy, = 5, = 0 pour p €
[1,n — 1]. On en déduit que .’ N .7 = Vect(I,).

4. Sil < p < n —1,lamatrice S” n’est pas inversible, car par exemple rg(S”) = n — p < n et aussi n’est pas
diagonalisable puisque 0 est I'unique valeur propre de S” et rg(S”) < n.
Sip > n, S? est nulle.

Deuxieme partie

1
Si A, B € £ ,ondéfinit (A|B) = — tr (A'B).
n
1. Ona(.|.):.Zx.Z — R.Lalinéarité a gauche provient de la linéarité de la transposée et de la trace. Puisque
pour tout M € £, tr(M) = tr(*"M), la symétrie s’obtient aussi facilement et implique la bilinéarité. Enfin,

1, I - o e
pour tout A = (a;j)1<ij<n € £, ona (AlA) = - tr(AA) = - Z; Z; a; ; > Oetily a égalité si et seulement
i=1 j=
si pour tous i, j € [1,n], a;; =0, ce qui équivauta A = 0. La forme (.|.) est donc définie positive. Ainsi, elle
définit bien un produit scalaire sur .Z.



n n
2. Si A = (aij)i<ij<n €t B = (bij)1<i j<n, alors (A|B) = Z Z a;jbij. Ainsi, d’apres les expressions de S” et
i=1 j=1

de $9, (SP|S7) = 0sip # g et (SP|SP) = ||S?|% = %(n —p)=1- %.

Donc la famille <( > SP ) est une base orthonormée du sous-espace ..
0<p<n—1

n—p
3. Il est clair que (IT7|T) = 0sip # g et (T?|TP) = 1, donc les matrices 0 < p < n — 1, constituent une base
orthonormée du sous-espace 7.

4. D’apresla question 2 de la premiere partie, 79 = S7+S"~%, donc (SP|T) = (SP|S)+ (SP|'S" 1) = (SP|S9).

n—1

Soit o = Z agS? € .7, alors:
q=0

n—1

n—1 - n—1
(T7 = SPlo) = Y ag(T? = SPIST) = ) ag [(T7]S7) = SPIST)] = D ag [(S7|S7) — SP|59)] = 0
q=0 q=0 q=0

On en déduit que 7?7 — S? est orthogonale a ..

n—1
Soit o™ = Z B:iS* € .7 tel que (TP — o**|o) = 0, en particulier (7?7 — ¢**|S?) = 0 pour tout j € [0,n — 1].
i=0
Mais
(TP — o™*|57) = ZB 57|87) = (T7)$7) Zﬁz (S%87) = (8P|87) — B3,(57|87)
7N (Sp’SJ) L : *kk : : 7 : 214
D’ou g; = T =0sij #petf, =1etparsuite 0™ = SP. Ainsi S” est 'unique élément de .# ayant la
propriété de rendre 77 — S? orthogonale a tout o € .77
n—1 n—1
5. Posons 7% = Z o T" € 7. Cherchons ¢* = Z ;57 tel que (7% — ¢*|SP) = 0 pour tout p € [0,n — 1].
=0 1=0
n—1 . n—1 A
Donc nécessairement <Z aiT’|Sp) - (Z ﬁjS]|Sp) = 0 ou encore o, (S?|S?) — B,(SP|S?) = 0, d’onx
i=0 =0
D = Oép.
n—1

Inversement I’élément ¢* = E a; S’ convient.
i=0

Pour tout o € ., ona (o|7*) = (o|t* — ") + (o|0*) = (c|c*), d’oix:
(o) _ (olo") o]l (olo*)
lellll7*l lelllim{l ) el o]
Ainsi . . .
(o) o™l (o]o¥)
cez ol ll7*l I7*]| ce llol-llo|]
*
Or, d’apres l'inégalité de Schwartz, la quantité m est maximale si et seulement si o et o* sont liés,
agll.||o
en particulier sio = o*.
D’ou . .
(alm) "]
oez lloll T (7]

Troisieme Partie

1. Ona |SPTY||2 = (SPT9|SPTY) — itr (SPTPH(SPTY)) = %tr (SPTPTPiS1) = %tr (SPisP) = |57
De méme, ||T957| = ||SP||.



. Onremarque T est inversible, donc si o7 = 0, alors 0 = oTT ' =o0.
n—1

. Soit e € & fixé. Cherchons 7 = Z o;T" € 7 tel que e — 7 soit orthogonal a tout élément de 7. En
i=0

n
particulier, (e — 7|T7) = 0 pour tout j € [0,n — 1], donc (e|T7) — Zai(Ti]Tj) = et par suite a; = (e|TY).

=0
n—1

Donc l'élément 7 = Z(e]Tj )T? convient.
=0



